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5.1. Сынық экстремәлдар
5.1.1. Негізгі теориялық мәліметтер

Айталық, функциясы  
  барлық айнымалалылары бойынша екінші ретті дербес туындылар иеленсін. 
	Барлық  функцияларының арасынан
                                                              (1)
шеттік шартын қанағаттандыратын,
                                                              (2)
функционалын әлсіз экстремумге жеткізетін функцияны табу  есебі туындайды.
	Мәселен, ұйғарымды функциялар  жиыны үзіліссіз  кесіндісінде бірінші ретті  үзіліске кез болатын нүктелерден басқа  нүктелердің барлығында  үзіліссіз туынды иеленетін үзілісіз функциялар  жиынын білдірсін делік, яғни  – құрақты жатық функциялар. Егер ұйғарымды функциясы (2) функционалын экстремумге жеткізсе, онда келесі шарттар орындалады:
1)  туындысы  үзілссіз болатын аралықта  бұл функция Эйлер теңдеуін 
қанағаттандырады:                                                                                               (3)
2) бірінші ретті  үзіліске кез нүктелерінде (сыну нүктелерінде) Вейерштрасс-Эрдман шарты орындалады:   
                                                     (4)   
Ескертпе. Экстремләдің сынуы тек =0 шартында ғана орындалады.
Интегрант  белгісіз n функцияға тәуелді болған жағдайда,  Вейерштрасс-Эрдман  шарты мына түрде жазылады:
                 (5)   



5.1.2. Есеп шығару мысалдары
	Мысал 1) Функционалдың экстремәлін табыңыз:

	Шешімі. Интегрантты қарастырып, сынық экстремәл бар болатындығын тексереміз.

,
                           
[bookmark: _Hlk220838372] нөлге  айналуы мүмкін, сондықтан  сынық экстремәлдар болуы мүмкін. Интегрант тек қана  айнымалысына тәуелді болғандықтан, экстремәлдар түзу сызықтары болады.

деп алайық (.Шеттк шарттардан табатынымыз:
  Экстремәлдар мына түрде жазылады:
Вейерштрасс-Эрдман шарты

.
Осыдан мынадай нұсқалар шығады:
	а)
	б)
	в)
а) жағдайында   жатық экстремәлін аламыз. Шеттік шарттардан 
  Яғни  
	б)  
Үзіліссіздік шартынан  
в), 
 Үзіліссіздік шартынан  демек,
Сонымен ойылған есепте үш экстремәл бар екен, оларды біреуі  – жатық, екеуі – сынық.
Мысал 2.
функционалының  абциссасына  сай нүктеде сынатын  экстремәлдерін  табу.
Шешуі. Бұл жағдайда  Сыны экстремәл бар болуы мүмкін. Интегрант тек қана  айнымалысына тәуелді болғандықтан, экстремәлдар түзу сызықтары болады.

деп алайық (. IШеттік шарттардан   Ендеше
Экстремәлдің үзіліссіздік шартынан . Вейерштрасс-Эрдман шарты

. 
Осыдан алатынымыз:
,   немесе  
Соңғы жүйенің екінші теңдеуінен бірден  екенін көреміз немесе 
Ал  кезінде, үзіліссіздік шартынан  жатық экстремәлі алынады. Үзіліссіздік шартынан
Сонда  соғы жүйенің  шешімі келесі теңдеулер жүйесі шешуге соқтырады:
.
 жатық экстремәл
Демек сынық экстремәлдар:



 5.1.3. Практикалық сабақ тапсырмалары
Функционалдардың экстремәлдарын  табыңыз:;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
; ;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;

Жауаптары
1); 2)

4)5) 
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7) 
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5.2. Бір жақты вариациялар.
5.2.1. Негізгі теориялық мәліметтер
                 
функционалының  
                                                                                                   (2)
                                         немесе                                     (3)
шарттарындағы экстремумын іздеу есебін қарастырайық.
	Бұл жағдайда  ізделетін экстремәл (3) облысында жататын  экстремәл құрақтарынан және осы облыстағы шекаралар құрақтарынан тұрады. Аталмыш құратардың түйісу нүктелерінде экстремәл жаты болуы да, сыну нүктелерін иеленуі де мүмкін.  Түйісу нүктесіндегі шарт  мына түрде жазылады: 

Егер , онда М()түйісу нүктесінде экстремәл облысының шекарасын жанап өтеді.
5.2.2. Есеп шығару мысалдары
	Мысал 1. А(-2,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашытықты табыыз.       
	Шешуі.  Есеп 

функционалының    ,  шарттарындағы  экстремәлін табуға соқтырады.
	 функционалыны экстремәлдары  қисықтары болады. Біздің жағдайда . Демек  ізделетін экстремәл –жатық қисық. Ол А(-2,3) мен В(2,3) нүктелерінен шығып,  параболасын жанайтын түзудің кесінділерінен және  параболасының жанасу нүктелерімен шектелген  бөлгінен тұрады. Симметрияны пайдаланып, жанасу нүктелерін және  арқылы  беліглейік. Жанасу нүктелерінде ординатасы мен параболаға жанаманың бұрыштық коэффициент беттеседі, сондықтан
                                                                                                                    (6)
Екінші жағынан жанама А мен В нүктелері арқылы өтеді. Ендеше
 немесе                                                                                 (7)
[image: ]Осы теңдеулерден алатынымыз   Сонымен жалғыз экстремәл  табылды:

Мұның минимумге жеткзетіні түсінікті.




5.2.3. Практикалық сабақ  тапсырмалары 
Функционалдың берілген шарттардағы экстремәлін табыңыз
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
15) А(-3,5 нүктесінен -1 облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
16) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
17) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
18) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
19) А(-3,6) нүктесінен  облысындағы   В(2,5) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
20) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
21) А(-3,2) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
22) А(-3,4) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
23) А(-3,5) нүктесінен  облысындағы   В(2,2) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашытқықты табыыз.       
24) А(-3,5) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
25) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,5) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
26) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,4) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
27) А(-3,3) нүктесінен  облысындағы   В(2,3) нүктесіне дейінгі ең қысқа қашықтықты табыыз.       
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